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1 Introduction
Quand nous regardons le ciel, nous observons de diffe´rents types des objets en diffe´rentes e´chelles. Aux
plus petites e´chelles, nous voyons des e´toiles, c’est-a`-dire des objets massifs et lumineux, qui se soutiennent
graˆce a` leur gravite´, comme notre propre soleil. Les e´toiles forment des groupes et des amas, ainsi que de
grands syste`mes lie´s par la gravite´, les galaxies, qui varient de 1 kpc a 100 kpc. Notre galaxie local, la
voie lacte´e, consiste en 1011 e´toiles. En plus, la plupart des galaxies forment des amas et des super-amas,
et eux forment des filaments galactiques qui s’e´talent a` 100 Mpc et sont les plus grandes structures dans
l’univers. Au dessus de ces e´chelles, il paraˆıt que l’univers a la meˆme densite´ en toutes les directions, c’est-
a`-dire il est isotrope. En faisant l’hypothe`se que cette de´claration reste vraie pour des observateurs centre´s
en autres galaxies, c’est-a`-dire que l’univers est aussi homoge`ne, nous adoptons la Principe Cosmologique.
Les mode`les cosmologiques qui sont en accord avec cette principe sont les FLRW mode`les.
L’image de l’univers que nous avons de´crit n’est pas statique. En 1929 E. Hubble a observe´ que tous
les galaxies s’e´loignent de nous avec une vitesse proportionnelle a` leur distance. Alors, l’univers e´volue
comme un pain aux raisins qui se gonfle en cuisson: les raisins eux meˆmes ne grandissent pas a` cause de
leur propre gravite´, mais l’espace entre eux s’accroˆıt. Extrapolant au passe´, l’univers devient moins grand
et plus dense, jusque une singularite´ ou` toute la matie`re de l’univers a e´te´ concentre´e a` un point en t = 0.
Cette singularite´ s’appelle le Big Bang. Par contre, comme nous avons pas une the´orie quantique de la
gravite, pour des e´nergies plus grandes que mpl, correspondant au temps avant 10
−43s, nous pouvons pas
e´tudie´ le de´but de l’univers.
Tous nos observations sont effectue´es graˆce a` la lumie`re e´mise par les objets ce´lestes. La vitesse de la
lumie`re est finie et comme re´sultat en observant un signal lumineux provenant d’une source lumineuse sur
le ciel, nous regardons dans le passe´. Le plus loin que nous regardons, le plus dans le passe´ nous observons.
En plus, l’e´volution elle-meˆme d’espace-temps est imprime´e sur ces signaux: graˆce a` l’expansion, le
longueur d’onde de la lumie`re observe´e est de´cale´e vers le rouge, c’est-a`-dire est plus grande que celui
e´mise.
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Afin de comprendre l’e´volution de notre univers, les observations du fond diffus cosmologique, CMB,
sont essentielles. Le CMB comprend les photons primordiaux cre´es quand l’univers e´tait plus chaud et
dense. Ces photons parviennent a` nous avec une tempe´rature plus basse, a` cause du de´calage vers le
rouge. L’e´volution de l’univers de´pend de son contenu en matie`re et e´nergie. Les observations indiquent
que aujourd’hui l’univers est domine´ par un type d’e´nergie exotique, l’e´nergie noire, suivie par la matie`re
noire. La radiation, qui est surtout les photons de CMB contribue juste un peu a` l’e´nergie totale.
Bien que le mode`le standard de cosmologie est tre`s re´ussi, il y a toujours quelques questions en
quie`te de re´ponse. Les plus importantes sont le proble`me de la platitude, le proble`me de l’horizon,
le proble`me des monopoles etc. Surtout, il peut pas expliquer l’existence de CMB. Pour ces raisons,
nous introduisons une e´poque pendant l’univers primordial, quand l’expansion e´tait acce´le´re´e, avec une
vitesse plus grande que la vitesse de la lumie`re. Une telle pe´riode; nous l’appelons inflation cosmologique.
Pendant l’inflation, l’univers est domine´ par un champ scalaire. L’univers refroidit et les restes de ses
composants diluent. Donc une pe´riode de re´chauffement est obligatoire apre`s l’inflation, pour rattraper
la valeur de la tempe´rature ne´cessaire afin de pre´server les pre´dictions du mode`le standard.
L’inflation offre une manie`re naturelle de produire les fluctuations initiales, responsables pour le CMB.
Les fluctuations quantiques du champ de l’inflation, l’inflaton, a` cause de leur interaction avec la gravite,
produisent des perturbations de la courbure. Ces perturbations deviennent classiques dehors l’horizon.
Les mode`les d’inflation a` un champ scalaire pre´voient la cre´ation des perturbations adiabatiques, presque
gaussiennes, que dehors l’horizon restent constantes, dites gele´es. Dans cette the`se nous e´tudions des
mode`les a` deux champs scalaires. La diffe´rence qualitative est que un deuxie`me type des perturbations est
introduit, qu’il s’appelle l’isocourbure. Les deux perturbations interagissent et produisent des nouveaux
e´le´ments pour la statistique des perturbations, notamment des non-line´arite´s - non-gaussiannite´s - cre´e´es
dehors l’horizon, qui permettent en principe les distinguer d’autres mode`les d’inflation.
Du cote´ observationnel, l’inflation a e´te´ bien teste´ par les pre´dictions de la the´orie des perturbations
d’ordre line´aire, et surtout par leur spectre de puissance et son indice spectral. Actuellement, le satellite
Planck nous offre encore un outil pour distinguer entre diffe´rents mode`les d’inflation, lie´e a` la non-
gaussiannite´. Le mode`le standard d’inflation ne pre´voit pas de non-gaussiannite´. Ce n’est plus vrai
pour d’autres mode`les. Par example, pour les mode`les en plusieurs champs scalaires, de non-gaussiannite´
est produite dehors l’horizon qui en principe n’est pas ne´gligeable. Si pre´sente, la non-gaussiannite´ se
manifeste par une fonction a` trois points diffe´rente de zero, lie´e au parame`tre de la non-gaussiannite
fNL. Le but de cette the`se est d’e´tudier comment la non-gaussiannite´ est produite dans le contexte des
mode`les en plusieurs champs scalaires et examiner comment elle de´pende de caracte´ristiques du mode`le
et des e´chelles de trois perturbations implique´es dans le fonction de corre´lation.
2 Inflation a` deux champs scalaires
L’extension la plus simple du mode`le standard d’inflation est de supposer l’existence des plusieurs infla-
tons. En effet, cette hypothe`se est justifie´e par les the´ories de physique des hautes e´nergies qui pre´voient
une ple´thore des champs scalaires pendant l’univers primordial.
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2.1 Le fond
Afin de simplifier l’e´tude du syste`me des deux champs scalaires, nous de´finissons une base orthonormale
{e1A, e2A} induite par la dynamique du syste`me, qui e´ventuellement distingue les effets d’un seul champ
scalaire e1A de ceux des plusieurs champs e2A. Nous de´finissons le premier vecteur unitaire comme
paralle`le a` l’impulsion canonique des champs
eA1 ≡
ΠA
Π
, (1)
et le deuxie`me comme paralle`le au composant de la de´rive´e temporelle, perpendiculaire a` l’impulsion.
L’hypothe`se de slow-roll peut se ge´ne´raliser pour le cas des deux champs scalaires. Demandant que
l’e´nergie cine´tique est beaucoup plus infe´rieure a` l’e´nergie potentielle nous trouvons la premie`re condition
 ≡ − H˙
NH2
=
κ2Π2
2H2
, (2)
ou` N est le e´le´ment temporel de la me´trique d’espace-temps et l’impulsion et le parame`tre de Hubble
obe´issent les e´quations
H2 =
κ2
3
ρ =
κ2
3
(
1
2
Π2 +W
)
and
H˙
N
= −κ
2
2
Π2, (3)
Π˙ + 3NHΠ +NW,φ = 0. (4)
Pour assurer que cette condition reste vraie, nous demandons aussi que la de´rive´e temporelle de
l’impulsion est beaucoup plus infe´rieure a` l’impulsion elle meˆme. En effet, nous pouvons construire une
hie´rarchie infinie des parame`tres de slow-roll
η(n)A ≡ 1
Hn−1Π
(
1
N
d
dt
)n−1
ΠA. (5)
De´composant ces vecteurs en composants paralle`les et perpendiculaires a` l’impulsion, nous de´finissons les
parame`tres en premie`re et deuxie`me ordre
η‖ = ηAe1A, ξ‖ = ξAe1A, · · · , η⊥ = ηAe2A, ξ⊥ = ξAe2A, · · · . (6)
Finalement, nous de´finissons le symbole χ pour la deuxie`me de´rive´e du potentiel dans la 22 direction
χ ≡ W22
3H2
+ + η‖. (7)
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2.2 Perturbations
E´tant donne´ que nous conside´rons un univers a` deux champs scalaires, nous confrontons deux types des
perturbations ϕA(r), A = 1, 2, une pour chaque champ ((r) est l’ordre des perturbations). Nous attendons
qu’il y a une combinaison des deux perturbations e´quivalente a` la perturbation adiabatique du mode`le
standard. Celui-ci doit eˆtre la perturbation de l’e´nergie. En plus, l’interaction de la combinaison orthog-
onale, la perturbation d’isocourbure, avec la perturbation adiabatique donnera lieu aux non-line´arite´s,
caracte´ristiques de l’inflation a` deux champs scalaires.
Afin d’e´tudier les perturbations d’une manie`re invariante de jauge, il faut construire des quantite´s
invariables sous transformations de jauge. Les perturbations de matie`re interagissent avec elles de la
courbure scalaire et selon la jauge il y a des perturbations de tous les deux types, ou que des perturbations
de la courbure ou que de l’e´nergie. Bien qu’il y a un nombre infini de telles quantite´s, nous choisissons
d’e´tudier cette quantite´ qui re´duit a` la perturbation de l’e´nergie a` la jauge ou` la courbure scalaire est
zero. Le calcul en premie`re ordre est simple. Les perturbations transforment comme
ρ˜(1) = ρ(1) + ρ˙T(1), α˜(1) = α(1) + T(1)HN. (8)
Si nous identifions la jauge en tilde avec la jauge ou` ρ˜(1) = 0, nous trouvons que T(1) = −ρ(1)/ρ˙ et nous
obtiennent
ζ(1) ≡ α˜(1) = α(1) −
HN
ρ˙
ρ(1). (9)
Il y a une simple relation entre la perturbation de l’e´nergie et ceux des champs scalaires. En effet
nous pouvons trouver que, pour une jauge arbitraire ρ(1) = (ρ˙/φ˙)e1Aϕ
A
(1) et donc
ζ1(1) = α(1) −
H
Π
e1Aϕ
A
(1). (10)
Celui-ci est la perturbation adiabatique en premie`re ordre en termes des champs. La combinaison orthog-
onale, la perturbation d’isocourbure est
ζ2(1) = −
H
Π
e2Aϕ
A
(1). (11)
Afin d’e´tudier ces perturbations, il nous faut l’action en deuxie`me ordre. Perturbant l’action ADM
de la gravite´ et de la matie`re nous trouvons
S2 =
∫
d4xL2 (12)
=
∫
d4x
a3
Nκ2
{
(NH)2
(√2
κ
W221
3H2
− 22 − (η‖)2 + 3(η⊥)2 + 2
3
η⊥ξ⊥ − 3(η‖ − χ) + 2η‖χ
)
ζ22(1)
+ζ˙21(1) + ζ˙
2
2(1) − 4NHη⊥ζ˙1(1)ζ2(1) + 2NHχζ˙2(1)ζ2(1) −
N2
a2
(
(∂ζ1(1))
2 + (∂ζ2(1))
2
)}
,
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ou` L2 est le Lagrangien du syste`me. Les e´quations du mouvement deviennent
δL2
δζ1
= −2 a
3
Nκ2
[
ζ¨1(1) +NH
(
3 + 2+ 2η‖ − N˙
HN2
)
ζ˙1(1) − 2(NH)2(3η⊥ + 2η⊥ + ξ⊥)ζ2(1)
−2NHη⊥ζ˙2(1) −
N2
a2
∂2ζ1(1)
]
= − d
dt
(2
a3
Nκ2
∂2λ) + 2
aN
κ2
∂2ζ1(1) = 0,
δL2
δζ2
= −2 a
3
Nκ2
[
ζ¨2(1) +NH
(
3 + 2+ 2η‖ − N˙
HN2
)
ζ˙2(1) + (NH)
2(3χ+ 22 + 4η‖ + ξ‖)ζ2(1)
+2NHη⊥ζ˙1(1) −
N2
a2
∂2ζ2(1)
]
= 0, (13)
ou`
∂2λ = 
(
ζ˙1(1) − 2η⊥ζ2(1)
)
(14)
de´note une quantite´ que disparaˆıt dehors l’horizon. Dans cette limite, la premie`re e´quation re´duit au
re´sultat important que la perturbation d’isocourbure est la seule source de la perturbation adiabatique
pour les grands longueurs d’onde
ζ˙1(1) = 2η
⊥ζ2(1). (15)
En plus, si nous faisons l’hypothe`se de slow-roll nous trouvons aussi une e´quation simple pour l’e´volution
de la perturbation d’isocourbure
ζ˙2(1) = −χζ2(1). (16)
Le meˆme calcul peut eˆtre re´pe´te´ pour la troisie`me ordre. Bien qu’il est plus complique´, il est direct.
Nous trouvons
S3 = S3c −
∫
d4x
δL2
δζm
fm, (17)
ou` S3c repre´sente des termes des interactions en troisie`me ordre des perturbations et δL2/δζm sont les
e´quations du mouvement (13). Ces derniers termes peuvent eˆtre enleve´s par une rede´finition des per-
turbations ζm = ζmc + fm. Une telle rede´finition conserve la forme de S3c, par opposition a` la S2, qui
transforme comme S2 = S2c + (δL2/δζm)fm. Ces nouveaux termes annulent les termes pertinents de
l’action de troisie`me ordre. La forme de fm est
ζ1 +
ζ1(2)
2
= ζ1c +
1
NH
ζ˙1ζ1 +
+ η‖
2
(
ζ21 − ζ22
)
− η⊥ζ1ζ2 − 1
NH
∂−2∂i
(
ζ˙2∂iζ2
)
− 1
4
∂−2(γ˙ij∂i∂jζ1)
−N
2
4a2
(
(∂ζ1)
2 − ∂−2∂i∂j(∂iζ1∂jζ1)
)
+
1
2
(
∂iλ∂iζ1 − ∂−2∂i∂j(∂iλ∂jζ1)
)
− 1
2NH
∂2Aˆ
ζ2 +
ζ2(2)
2
= ζ2c +
1
NH
ζ˙2ζ1 +
1
NH
ζ2ζ˙1 +
η⊥
2
(
ζ21 − ζ22
)
+ (+ η‖)ζ1ζ2 − 1
NH
∂−2∂i
(
ζ2∂iζ˙1
)
(18)
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et co¨ıncide a` la forme des quantite´s invariables de jauge en deuxie`me ordre. Les termes ∂2A sont des
termes qui disparaissent dehors l’horizon. En effet les seules termes de la rede´finition adiabatique qui
survivent dehors l’horizon sont les cinq premiers termes de la premie`re ligne de l’e´quation (18). Leur
contribution au bi-spectre dehors l’horizon est trouve´ par le theorem de Wick
〈ζζζ〉 = 〈ζcζcζc〉+ 2A
[
〈ζcζc〉〈ζcζc〉
]
, (19)
ou` A repre´sente d’une manie`re sche´matique les coefficients (parame`tres de slow-roll) des termes quadra-
tiques de la rede´finition. Ces derniers termes sont les relatifs au f
(4)
NL et nous allons les prendre en compte
pour notre calcul de´taille´ de la non-Gaussianite´ des mode`les de deux champs scalaires.
3 Le formalisme des grandes longueurs d’onde
Pour e´tudier les perturbations en deuxie`me ordre nous utilisons le formalisme des grandes longueurs
d’onde. Dans le contexte de ce formalisme, nous ne´gligeons les termes de gradients spatiales quand
compare´s a` des termes de de´rive´s temporaires, qui sont proportionnels a` a. C¸a correspond a` l’ordre zero
de l’expansion de gradients. C’est une tre`s bonne approximation quelques e-folds apre`s la sortie dehors
l’horizon, quand le mode de´croissant est disparu. Cependant, si slow-roll est brise´ autour de l’horizon,
le mode de´croissant devient important pendant cette pe´riode. En effet nous pouvons constater c¸a par
l’e´quation (ici d’un champ scalaire)
ζ¨1 +NH
(
3 + 2+ 2η‖ − N˙
HN2
)
ζ˙1 − N
2
α2
∂2ζ1 = 0. (20)
ou` nous observons que les termes dans les parenthe`ses peuvent eˆtre si petits que le terme de gradient.
Donc, nous allons adopter l’hypothe`se de slow-roll pendant le croisement de l’horizon.
En plus, il s’ave`re plus facile de traiter des quantite´s entie`rement non-line´aires, de trouver leurs
e´quations d’e´volution et apre`s les perturber en deuxie`me ordre. Alors, nous allons utiliser les gradients
ζmi = δm1∂iα− H¯
Π¯
e¯mA∂iϕ
A, (21)
qui sont construits afin d’eˆtre invariables de jauge en premie`re ordre.
Au sein de ce formalisme, l’action est simplifie´e tant que nous pouvons trouver les e´quations du
mouvement et les perturber en deuxie`me ordre. Pour simplifier les calculs, nous utiliserons le choix de
la coordonne´e temporelle N¯H¯ = 1, en toutes ordres. Finalement, il nous faut d’ajouter des sources a`
ces e´quations de grandes longueurs d’onde, qui repre´sentent les modes continuellement sortant dehors
l’horizon, donnant les conditions initiales du syste`me.
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3.1 Re´soudre les e´quations
Une fois ces e´le´ments rassemble´s nous trouvons pour les perturbations via ≡ (ζi1, ζi2, θi2)T
v˙
(1)
ia +A
(0)
ab (t)v
(1)
ib = b
(1)
ia (t, x), (22)
v˙
(2)
ia +A
(0)
ab (t)v
(2)
ib = −A(1)ab (t, x)v(1)ib + b(2)ia (t, x), (23)
ou` la matrice Aab contient des parame`tres de slow-roll et les termes bia sont les sources. Ces e´quations
peuvent eˆtre re´solues utilisant une fonction Green Gab(t, t
′)
d
dt
G(t, t′) +A(t)G(t, t′) = 0, G(t, t) = 1. (24)
La solution d’e´quation (22) et de (23) peut eˆtre exprime´e comme un inte´gral temporel de Gab contracte´e
avec les termes au coˆte´ droit des e´quations
v
(1)
ia (t, x) =
∫
d3k
(2pi)3/2
vam(k, t)aˆ
†
m(k)ikie
ik·x + c.c., (25)
avec
vam(k, t) =
∫ t
−∞
dt′Gab(t, t′)W˙(k, t′)X(1)bm(k, t′) (26)
et
v
(2)
ia (t, x) = −
∫ t
−∞
dt′Gab(t, t′)A¯bcd(t′)v
(1)
ic (t
′, x)v(1)d (t
′, x) +
∫ t
−∞
dt′Gab(t, t′)b
(2)
ib (t
′, x). (27)
Nous avons de´fini v
(1)
d ≡ ∂−2∂iv(1)id . La fonction W est une feneˆtre qui permet le traitement correct
des termes des sources, pendant que X
(1)
bm repre´sente les perturbations autour de l’horizon, adoptant
l’hypothe`se de slow-roll
X(1)(t∗) = γ∗
 1 00 1
0 −χ∗
 , (28)
ou` γ ≡ −κH/(2k3/2√).
3.2 Statistique de deux et trois points
Le spectre de puissance pour les perturbations adiabatiques peut eˆtre calcule´ par la formule
Pζ(k, t) ≡ k
3
2pi2
v1m(k, t)v1m(k, t). (29)
et puis l’indice spectral est de´fini comme
nζ − 1 ≡ d lnPζ
d ln k
=
d lnPζ
dt∗
dt∗
d ln k
=
d lnPζ
dt∗
1
1− ∗ , (30)
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ou` nous avons utilise´ que k = aH
√
2/c et H˙ = −H pour le choix de la coordonne´e temporelle NH = 1.
Le bi-spectre est trouve´ par les combinaisons des diffe´rentes permutations de 〈ζ1(2)k1ζ1(1)k2ζ1(1)k3〉 pour
les Fourier composants en premie`re et deuxie`me ordre des perturbations adiabatiques
〈ζ1k1ζ1k2ζ1k3〉(2) = (2pi)−3/2δ3(
∑
s
ks) [f(k1, k2) + f(k1, k3) + f(k2, k3)]
≡ (2pi)−3/2δ3(
∑
s
ks)Bζ(k1, k2, k3), (31)
ou`
f(k, k′) ≡ v1m(k)v1n(k′)
(
η⊥v2m(k)v1n(k′) +
1
2
G1a(t, tk′) (Labc +Nabc) (tk′)Xbm(k, tk′)Xcn(k
′, tk′)
−1
2
∫ t
−∞
dt′G1a(t, t′)A¯abcvbm(k)vcn(k′)
)
+ k ↔ k′. (32)
k′ est la dernie`re e´chelle a` sortir dehors l’horizon. Finalement, nous introduisons le parame`tre fNL, de´fini
comme le bi-spectre divise´ par le spectre de puissance carre´, qui donne une mesure relative de l’importance
des non-gaussiannite´s:
−6
5
fNL ≡ Bζ(k1, k2, k3)2pi2
k31
Pζ(k1)2pi2k32 Pζ(k2) + (k2 ↔ k3) + (k1 ↔ k3)
=
f(k1, k2) + f(k1, k3) + f(k2, k3)
v1m(k1)v1m(k1)v1n(k2)v1n(k2) + 2 perms.
. (33)
4 Triangles e´quilate´raux
Apre`s des calculs lourds mais directs nous trouvons le parame`tre fNL pour des configurations des trois
impulsions e´gales
−6
5
fNL =
−2v¯212
[1 + (v¯12)2]2
(
giso + gsr + gint
)
, (34)
ou` nous avons divise´ le re´sultat en trois termes: gsr contient de parame`tres de slow-roll e´value´s a` l’horizon
et donc nous attendons pas que sa contribution au fNL total sera importante. giso est la contribution
des termes d’isocourbure. Si ce terme est pre´sent a` la fin d’inflation, nous ne pouvons pas pre´voir la
non-gaussiannite´ aujourd’hui, car nous ne connaissons pas comment il e´volue apre`s l’inflation. A` cette
the`se nous e´tudierons que des mode`les qui pre´voient giso = 0 a` la fin de l’inflation. Finalement, gint est
un inte´gral temporel depuis le croisement de l’horizon jusque au temps t pendant l’inflation. C’est ce
terme-la` qui va cre´er toute la non-gaussiannite´ conside´rable.
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4.1 Slow-roll
Si nous adoptons l’hypothe`se de slow-roll, nous pouvons plus simplifier l’expression de fNL et dans quelques
cas re´soudre l’inte´gral analytiquement. La premie`re conclusion que nous obtenons en e´tudiant le re´sultat
est que pour les potentiels de forme polynoˆme
W (φ, σ) = αφp + βσq, (35)
l’inte´gral est zero si les puissances des deux champs sont e´gales. En plus nous avons montre´ que tels
potentiels ne peuvent jamais produire de non-gaussiannite´ importante.
Il y a deux grandes classes de potentiels que nous pouvons traiter analytiquement. La premie`re est
les potentiels en forme de produit
W (φ, σ) = U(φ)V (σ). (36)
Pour e´tudier leurs proprie´te´s nous adoptons le limite ou` un des deux champs est dominant au de´but de
l’inflation et l’autre a` la fin. Pratiquement cette hypothe`se est e´quivalente a` exiger que giso = 0 a` la fin
de l’inflation et que l’inflation est en effet domine´ par un champ scalaire a` l’e´poque. Nous trouvons que
−6
5
fNL = ∗ + η
‖
∗ − χ∗, (37)
et nous conclurons que tels ne potentiels peuvent pas produire de non-gaussiannite´ importante sous nos
hypothe`ses.
Le deuxie`me type de potentiels est les potentiels de forme de somme a` une puissance
W (φ, σ) = (U(φ) + V (σ))ν . (38)
Sous l’hypothe`se que l’univers est effectivement domine´ par un champ a` la fin d’inflation et que l’autre
champ est dominant au de´but, nous trouvons
−6
5
fNL =
U∗ + V∗
U + V∗
(
∗ + η
‖
∗ − χ∗
)
. (39)
4.2 Application
Nous avons exploite´ ce re´sultat pour trouver un potentiel qui peut produire de non-gaussiannite´ d’ordre
O(1) a` la fin de l’inflation
U(φ) = a2φ
2,
V (σ) = b0 − b2σ2 + b4σ4, (40)
avec b0 = b
2
2/(4b4) pour que le minimum du potentiel soit W = U +V = 0. Figure 1 montre le parame`tre
fNL, en noir, calcule´ nume´riquement au sein du formalisme des grandes longueurs d’onde et du formalisme
δN. Les deux courbes co¨ıncident comme attendu. Pour le parame`tres choisis, l’inflation dure 85 e-folds.
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Figure 1: Le fNL en noir, calcule´ nume´riquement au sein du formalisme des grandes longueurs d’onde et
du formalisme δN et la contribution d’isocourbure giso en rouge et le gint en bleu pour le mode`le (40)
avec conditions initiales φ0 = 18κ
−1, σ0 = 0.01κ−1 et parame`tres a2 = 20κ−2, b2 = 7κ−2 and b4 = 2.
Au de´but et pour la plupart de la dure´e de l’inflation, c’est le champ lourd φ qui domine. Vers la fin,
a` 83 e-folds, φ atteint le minimum de son potentiel et le champ σ prend la domination de l’univers.
Pendant cette courbe du trajet des champs, le parame`tre fNL oscille largement. A` la fin, l’inflation est
effectivement domine´ de nouveau par un seul champ scalaire et donc le terme d’isocourbure, en rouge,
devient zero. Par contre, pour ce mode`le, l’inte´gral gint, en bleu, atteint une valeur finie a` la fin d’inflation
qui est e´gale a` la valeur du fNL.
5 Triangles isoce`les
Ensuite, nous allons e´tudier la de´pendance du fNL a` la forme du triangle des impulsions k1 = k2 ≡
k′ ≥ k3 ≡ k. Nous connaissons de´ja` que le bispectre devient maximal pour des triangles avec deux
impulsions beaucoup plus supe´rieures a` la troisie`me, c’est-a`-dire des triangles squeezed, en raison de la
contribution des spectres de puissance. La`, nous allons nous occuper de la de´pendance vestige du fNL,
apre`s avoir extraire la de´pendance des spectres de puissance. A cette fin, nous allons utiliser des nouvelles
coordonne´es
K =
k1 + k2 + k3
2
, γ =
k1 − k2
K
, β = −k3 − k1 − k2
2K
, (41)
qui correspondent a` la pe´rime`tre et deux rapports des e´chelles qui de´crient les angles du triangle. Leur
domaine est 0 ≤ K ≤ ∞, 0 ≤ β ≤ 1 et −(1 − β) ≤ γ ≤ 1 − β. La` nous allons e´tudier que des triangles
isoce`les, k1 = k2, et donc γ = 0. La condition k ≤ k′ est traduite au 1/3 ≤ β ≤ 1.
Il y en a deux sources de de´pendance aux e´chelles: les parame`tres de slow-roll pendant le croisement
de l’horizon et les fonctions de Green.
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Le parame`tre de fNL pour un triangle isoce`le est
−6
5
fNL =
1
(2pi2)2
f(k′, k′) + 2(k
′
k )
3f(k′, k)
Pζ(k′)2 + 2(k′k )3Pζ(k′)Pζ(k)
, (42)
ou`
f(k′, k) = −2(k′k)3γ2k′γ2k v¯12k′ v¯12k
(
gsr(k
′, k) + giso(k′, k) + gint(k′, k)
)
. (43)
Le fNL local de´pende d’une fonction f(k1, k2) de deux variables k1 ≥ k2. C’est a` cause de son origin dehors
l’horizon qui est associe´ a` la non-gaussiannite´ classique, proportionnelle a` deux produits des spectres de
puissance. Donc, nous attendons que la de´pendance aux impulsions de fNL est exprime´e seulement en
termes de deux indices spectrales, caracte´risant la fonction f .
Nous conside´rerons la de´pendance aux e´chelles par les indices spectrales pertinents. Nous avons trouve´
que la meilleure parame´trisation du fNL est accomplie quand nous conside´rons la forme ou l’amplitude
du triangle comme constant. Cette de´claration est exprime´e comme
f(k1, k2) = f0
(
K
K0
)n˜K ( ω
ω0
)n˜ω
, (44)
ou`
n˜K ≡ d ln f
d lnK
et n˜ω ≡ d ln f
d lnω
(45)
et
ω ≡ k1
k2
=
1 + β
2(1− β) . (46)
La tilde nous rappelle qu’il s’agit des indices de la fonction f et pas du fNL. En suite nous allons e´tudier
la de´pendance du fNL, changeant l’amplitude et la forme du triangle se´pare´ment et ve´rifier l’hypothe`se
(44).
5.1 Changer l’amplitude du triangle
Ici nous allons e´tudier le comportement du fNL pour des triangles de la meˆme forme mais d’amplitude
variable. En figure 2 nous montrons la valeur finale du fNL pour des triangles e´quilate´raux de diffe´rents
pe´rime`tres K, autour de K = (3/2)k60, dans la re´solution de Planck (k
′/k ∼ 1000). Le plus tard qu’une
e´chelle sort dehors l’horizon, c’est-a`-dire le plus grand K, la plus grande est la valeur finale du fNL. Cette
valeur finale peut eˆtre trouve´ analytiquement pour des mode`les ou` l’isocourbure disparaˆıt a` la fin de
l’inflation, comme pour le mode`le quadratique
W =
1
2
mφφ
2 +
1
2
mσσ
2, (47)
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Figure 2: Le changement relatif de la valeur finale de fNL en termes de K pour des triangles e´quilate´raux
(ω = 1), calcule´ exactement (noir), utilisant l’approximation analytique(48) (rouge) et utilisant l’indice
conforme (50) (noir en pointille´s), pour le mode`le (47) avec rapport des masses mφ/mσ = 9.
dans l’hypothe`se de slow-roll. La valeur finale pour des triangles e´quilate´raux est
fNL,eq,f (k) =
3 (v¯12k)
2
(
k + η
‖
k − χk +
η⊥k
v¯12k
)
+ (v¯12k)
3
η⊥k −
(
k+η
‖
k
−χk
)
χk
η⊥
k
+ k + η‖k(
1 + (v¯12k)
2
)2 . (48)
E´tudiant les diffe´rents termes, nous concluons que la contribution des parame`tres de slow-roll, e´value´s au
croisement de l’horizon, est la dominante et elle conduit a` une hausse du parame`tre de la non-gaussiannite´
pour les plus grandes e´chelles.
L’indice spectral est simplifie´ dans le cas des triangles squeezed ω3  1 ou pour des triangles
e´quilate´raux
−6
5
fNL ≡ −6
5
fNL,0
(
K
K0
)nK(tk′
0
,tk0 )
, (49)
ou`
nK(t; tk′ , tk) ≡ d ln fNL
d lnK
=
∂ ln fNL
∂tk′
1
1− k′ +
∂ ln fNL
∂tk
1
1− k . (50)
L’indice spectral nK - que nous l’appelons indice conforme - est une mesure du changement de fNL a`
cause de la magnitude du triangle et en gros il de´crit l’inclinaison de fNL en raison de l’e´volution du fond
inflationnaire.
En figure 3 gauche, nous montrons l’e´volution temporelle de l’indice conforme pour un triangle
e´quilate´ral et un triangle isoce`le ω = 5/2 des diffe´rents pe´rime`tres K. Le pic caracte´ristique que l’indice
exhibe pendant la courbe des champs est he´rite´ par le comportement du fNL et il est un nouvel e´le´ment
en comparaison avec l’e´volution du spectre de puissance nζ − 1.
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Figure 3: Gauche: L’e´volution de l’indice conforme nK (50) pour des triangles avec ω = 1 (noir) et
ω = 5/2 (rouge), de pe´rime`tre K = (3/2)k60, K = (3/2)k60/10 et K = (3/2)k60 × 10. Droite: La valeur
finale de l’indice conforme nK (50) pour des triangles avec ω = 1 (noir) et ω = 5/2 (rouge) en termes de
K. Les calculs sont faits pour le mode`le (47) avec rapport des masses mφ/mσ = 9.
Dans le contexte du formalisme des grandes longueurs d’onde nous sommes oblige´s a` travailler avec
l’hypothe`se de slow-roll pendant le de´croisement de l’horizon, et donc les parame`tres de slow-roll sont
petits a` l’e´poque et varient juste un peu. Cet effet est re´fle´chi a` la valeur initiale de l’indice spectral, qui
est O(k′). Le plus toˆt que l’e´chelle sort, les plus petits sont les parame`tres de slow-roll et donc le plus
petit est le nK initial. Nous pouvons trouver cette valeur analytiquement pour des triangles e´quilate´raux
nK,in =
22k + 3kη
‖
k + (η
⊥
k )
2 − (η‖k)2 + ξ‖k
k + η
‖
k
, (51)
confirmant notre de´claration.
5.2 Changer la forme du triangle
Apre`s avoir e´tudie´ des triangles de la meˆme forme, nous allons conside´rer maintenant la de´pendance aux
e´chelles quand nous varions leur forme. En figure 4 gauche nous trac¸ons la valeur finale du fNL pour
des triangles de pe´rime`tre K = (3/2)k60 en termes de ω. La de´viation des valeurs est petite comme elle
est lie´e aux quantite´s pendant le croisement de l’horizon. Mais la conclusion importante est que fNL
baisse quand le triangle devient plus squeezed. Cet effet est attribue´ au fait que le plus squeezed est le
triangle, le plus la fluctuation ζk est gele´e et se comporte comme partie du fond quand l’e´chelle k
′ sort
dehors l’horizon. Comme re´sultat, la corre´lation entre k et k′ diminue et la non-gaussiannite´ est petite.
Nous pouvons aussi trouver une formule analytique de la valeur finale du fNL pour des modeles avec
d’isocourbure zero a` la fin de l’inflation, dans le contexte de slow-roll
fNL,sq,f = G22k′kfNL,eq,f (k
′) +
1−G22k′k(
1 + (v¯12k′)
2
)2
[
k′ + η
‖
k′ +
(
2η⊥k′
v¯12k′
− χk′
)
(v¯12k′)
2
]
, (52)
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Figure 4: Gauche: La valeur finale de fNL en termes de ω pour de triangles avec K = (3/2)k60 cal-
cule´e exactement (noir), utilisant l’approximation (52) (rouge) et utilisant l’indice de forme (53) (noir en
pointille´s). Droite: Le logarithme de la valeur finale du bispectre exact en termes de ω pour de triangles
avec K = (3/2)k60 (noir) et la meˆme quantite´ avec l’hypothe`se que fNL ne de´pend pas a` l’e´chelle (rouge).
Les calculs sont faits pour le mode`le (47) avec rapport des masses mφ/mσ = 9.
C’est G22k′k qui est responsable pour la diminution du fNL,sq,f . En effet, quand ω augmente, l’intervalle
tk − tk′ augmente aussi et donc la valeur de G22k′k baisse. Cet effet est e´quivalent a` l’interaction de deux
modes devenant moins importante.
La baisse du fNL pour des triangles squeezed paraˆıt eˆtre contradictoire au fait connu que le bispectre
local est maximal pour tels triangles. Pour clarifier ce point, nous stressons qu’en figure 4 gauche, nous
trac¸ons essentiellement le rapport du bispectre exact avec le bispectre en faisant l’hypothe`se que fNL est
constant et donc les produits des spectres de puissance annulent. A droite, nous montrons la valeur du
bispectre, qui comme attendu elle est maximale pour des triangles squeezed.
L’indice spectral pertinent pour des triangles squeezed, devient
−6
5
fNL ≡ −6
5
fNL,0
(
ω
ω0
)n˜ω(tk′
0
,tk0 )+nζ(tk0 )−1 ≡ −6
5
fNL,0
(
ω
ω0
)nω(tk′
0
,tk0 )
, (53)
ou`
nω ≡ d ln fNL
d lnω
=
∂ ln fNL
∂tk′
1
1− k′
1
1 + 2ω
− ∂ ln fNL
∂tk
1
1− k
2ω
1 + 2ω
. (54)
Cet indice de forme nω de´crit le changement du fNL a` cause du rapport des deux e´chelles, gardant K
constant.
Nous avons e´tudie´ diffe´rents triangles avec K constant, variant ω de ω = 5/2 a` ω = 1000. En figure 5
gauche, nous trac¸ons l’e´volution temporelle de l’indice de forme. Les valeurs ne´gatives de l’indice signifient
la baisse du fNL. Nous pouvons trouver analytiquement la valeur initiale de nω en diffe´renciant (??):
nω,in =
1
1 + 2ω
nK,in +
4ω
1 + 2ω
G22k′k
(η⊥k′)
2
k′ + η
‖
k′
. (55)
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Figure 5: Gauche: L’e´volution de l’indice de forme nω (54) pour K = (3/2)k60 (noir) and K = (3/2)k60/10
(rouge), et pour des formes ω = 5/2 et ω = 1000. Droite: La valeur finale de l’indice de forme nω (54)
pour K = (3/2)k60 (noir) et K = (3/2)k60/10 (rouge) en termes de ω. Les calculs sont faits pour le
mode`le (47) avec rapport des masses mφ/mσ = 9.
6 Conclusions
Dans cette the`se nous avons e´tudie´ des diffe´rents proble`mes de la the´orie des perturbations au-dela` de
l’ordre line´aire pour des mode`les d’inflation de deux champs scalaires, base´s a` nos articles [1, 2, 3].
En particulier nous avons e´tudie´ en de´tail l’invariance de jauge en deuxie`me ordre, ainsi que l’action
cubique gouvernant les perturbations en deuxie`me ordre, et nous avons raffine´ le formalisme des grandes
longueurs d’ondes afin de calculer la non-gaussiannite´ primordiale pendant l’inflation en conside´rant aussi
sa de´pendance aux impulsions.
Concernant l’invariance de jauge, nous avons re´solu quelques proble`mes ouverts. Nous avons utilise´
les champs scalaires pour exprimer la perturbation adiabatique et la perturbation d’isocourbure et nous
avons trouve´ qu’ils contiennent des termes non-locaux a` moins que nous faisons l’hypothe`se de slow-roll
[2]).
En plus, nous avons connecte´ les transformations de jauge et les rede´finitions des perturbations dans
l’action cubique. Il e´tait de´ja` connu que la rede´finition de la perturbation de la courbure, introduite
pour e´liminer les termes proportionnels aux e´quations du mouvement en premie`re ordre, corresponde a`
sa transformation de jauge. Ces termes paraissent absents a` la jauge plate, ayant comme conse´quence
l’absence des contributions quadratiques des perturbations pendant le croisement de l’horizon pour cette
jauge et donc de de´pendance a` la jauge de la non-gaussianite´. Nous avons e´tendu ce calcul, incluant la
contribution des champs en deuxie`me ordre, qui re´compense pour les termes manquants.
En suite, nous avons trouve´ la perturbation d’isocourbure invariante de jauge en termes des champs.
Normalement la perturbation d’isocourbure est de´finie en termes de la perturbation de la pression des
composants de l’univers. Nous avons trouve´ une de´finition utilisant les champs eux-meˆmes qui montre
l’orthogonalite´ de cette quantite´ avec la perturbation adiabatique. En re´crivant l’action, la perturbation
d’isocourbure paraˆıt naturellement a` la forme que nous avons de´fini, ainsi prouvant que c’est elle la
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quantite´ pertinente a` utiliser pendant l’inflation.
En fin de compte, l’e´tude des perturbations en deuxie`me ordre est utilise´ pour calculer la non-
gaussiannite´ produite par de mode`les d’inflation. Cette the´matique est d’actualite´, comme les obser-
vations re´cents de Planck nous permettent de contraindre est discriminer les mode`les d’inflation par leur
pre´diction pour la non-gaussianite´. Dans cette the`se nous avons e´tudie´ la non-gaussiannite´ produite de-
hors l’horizon dans le contexte des mode`les de deux champs scalaires. A cette fin nous avons e´labore´ le
formalisme des grandes longueurs d’onde. Nous avons de´rive´ le parame`tre de bispectre fNL, exprime´ en
termes des solutions des perturbations en premie`re ordre et les parame`tres de slow-roll. Par contre, nous
avons pas utilise´ l’hypothe`se de slow-roll que pendant le croisement de l’horizon, une hypothe`se qui est
en accord avec les observations de l’indice spectral du spectre de puissance.
Le re´sultat peut eˆtre exprime´ comme la somme de trois parties, multiplie´e par un facteur. Ce dernier
est proportionnel a` la contribution de la perturbation d’isocourbure au mode adiabatique. Les trois
parties de la somme sont: 1) une partie impliquant les parame`tres de slow-roll e´value´s au croisement
de l’horizon et qui reste donc toujours petit; 2) une partie proportionnelle aux modes d’isocourbure; et
3) un inte´grale impliquant des termes proportionnels au mode d’isocourbure. E´tant donne´ que le mode
adiabatique n’est pas ne´cessairement constant dans la pre´sence d’isocourbure, nous conside´rons que des
mode`les ou` l’isocourbure disparaˆıt a` la fin de l’inflation. Pourtant, c¸a veut dire automatiquement que la
partie 2), qui varie rapidement pendant la courbe des champs, ne peut pas produire de non-gaussiannite´
persistante qui pouvait eˆtre observe´ au CMB. Dans ce cas la`, de non-gaussianite´ conside´rable, peut eˆtre
produite que de l’effet inte´gre´ 3).
L’e´quation (34) est la base des nos e´tudes nume´riques, mais nous pouvons le simplifier de plus,
afin de l’e´tudier qualitativement, avec l’hypothe`se de slow-roll. Nous avons trouve´ deux grandes classes
de mode`les, pour lesquelles l’inte´grale est re´solu analytiquement, des potentiels produits, W (φ, σ) =
U(φ)V (σ), et des potentiels en somme ge´ne´ralise´s, W (φ, σ) = (U(φ) + V (σ))ν . De plus, nous avons
trouve´ que les mode`les produits ne peuvent pas produire de non-gaussiannite´ importante et ni peuvent
les mode`les de somme simples avec de puissances e´gales. Par contre, nous avons trouve´ les conditions
sous lesquelles un potentiel en somme peut produire de non-gaussiannite´, de l’ordre de l’unite´.
En de´rivant l’e´quation (34) nous avons conside´re´ que les trois e´chelles croisent l’horizon en meˆme
temps. Cette hypothe`se n’est pas ne´cessaire et nous avons ge´ne´ralise´ pour une configuration des e´chelles
arbitraires. Nous avons calcule´ fNL utilisant le formalisme des grandes longueurs d’onde, qui nous con-
trainte a` faire l’hypothe`se de slow-roll au de´but de l’inflation et donc les quantite´s pertinentes ne changent
pas beaucoup a l’e´poque. En effet, nous avons confirme´ que la de´pendance aux e´chelles est le´ge`re en cal-
culant l’indice spectral nK qui mesure l’inclinaison du fNL pour triangles de la meˆme forme mais de
l’amplitude diffe´rent.
Nous avons aussi e´tudie´ la de´pendance du fNL variant la forme du triangle. fNL est caracte´rise´ par le
comportement oppose´ de celle du bispectre, c’est-a`-dire il diminue le plus squeezed est le triangle. Cette
diffe´rence est lie´e au fait que le plus squeezed sont les triangles le moins importante est la corre´lation des
deux e´chelles. Nous avons quantifie´ cet effet en introduisant l’indice spectral de forme nω.
Le satellite Planck nous a fourni des contraintes plus rigides que jamais concernant la non-gaussiannite´.
Afin de les utiliser au maximum, nous avons besoin des me´thodes pre´cises pour calculer la non-gaussiannite´.
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Par example, notre formalisme doit eˆtre ge´ne´ralise´ au-dela` de l’ordre zero de l’expansion des gradients spa-
tiales, nous permettant d’e´tudier pre´cise´ment l’e´volution dehors l’horizon, ainsi que d’e´tudier des mode`les
au dela` de l’hypothe`se de slow-roll pendant le croisement de l’horizon. En plus, les donne´es de Planck
nous permettent en principe de tester des mode`les caracte´rise´s par traits fortement de´pendant aux e´chelles
et donc nous avons besoin de mieux comprendre la de´pendance de la non-gaussiannite´ aux e´chelles dans
le contexte de tels mode`les.
Les mode`les d’inflation en plusieurs champs peuvent produire de grande non-gaussiannite´ pendant la
courbe des champs, qui vers la fin de l’inflation a tendance de disparaˆıtre. D’un autre cote, mode`les avec
d’isocourbure persistante et grande non-gaussiannite´ sont fre´quents. Cet effet conduit naturellement au
besoin d’e´tudier leur e´volution future, pendant une e´poque de (p)re´chauffement. Quel est l’avenir des
modes d’isocourbure, comment est-ce qu’ils interagissent avec le champs scalaire du re´chauffement et si de
non-gaussianite´ supple´mentaire peut eˆtre produite, sont des exemples des questions en quie`te de re´ponse.
En conclusion, bien que beaucoup de progre`s est accomplie re´cemment concernant la non-gaussiannite´,
l’e´poque post-Planck devant nous, pose nouvelles, encore plus exigeantes questions a` re´pondre.
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